
मार्च 2022भीतर और  बाहर20

	 गणितीय	अवधारिाओं	को	 णिखाने	में	िन्दर्भ	चयन	व	रूणमका	पर	 केणनरित	यह	
लेख	गणितीयकरि	व	िमसया	हल	करने	के	अर्भ	को	खँगालता	है।	आिपाि	उपलबध	
उ्दाहरिों	में	कौन–िे	सवाराणवक,	िटीक	और	अर्भपूि्भ	िन्दर्भ	हैं	इनकी	पहचान	िन्दर्भ	
और	अवधारिाओं	के	िम्बनध	को	उरारेगी।	इिी	तरह	िीखने	वाले	व	जानकार	वयण्त	
के	्बीच	खुला	िंवा्द	आवशयक	है।	लेख	गणितीय	अवधारिा	को	िमझने	की	यात्ा	को	
तीन	पड़ावों	में	्बाँटता	है	:	1)	िन्दरभों	में	णनणहत	अमूत्भ	णवचारों	का	णनरूपि;	2)	णनरूपि	
पर	िार्भक	्बातचीत	और	्ब्दलाव	करते	हुए	िम्बनध	खोजना;	और	3)	पुराने	िम्बनधों	के	
आधार	पर	कुछ	िार्भक	नए	पैटन्भ	या	िम्बनध	्बनाना।	लेख	िन्दर्भ	पर	्बहुत	केणनरित	हो	
जाने	िे	आने	वाली	ण्दक़्क़तों	की	री	चचचा	करता	है।	िं.

शिक्षणिास्त्र

अपूववी	 7	िाल	की	 है	और	अरी	कक्ा	 2	
में	पढ़	रही	है।	एक	्बार	मैंने	िहज	ही	

उििे	पूछ	णलया	णक	अपूववी	“अगर	एक	्बालटी	
8	मग	पानी	िे	और	एक	मग	3	णगलाि	पानी	
िे	 पूरा	 रर	 जाता	 है,	 तो	 वह	 ्बालटी	 णकतने	
णगलाि	 पानी	 िे	 रर	 जाएगी?” मधयम	 वगवीय	
रारतीय	 पणरवार	 में	 पल–्बढ़	 रही	 अपूववी	 की	
पढ़ाई,	 कोणवड–19	 की	 वजह	 िे	 सकूल	 ्बन्द	
होने	 के	 कारि	 घर	 पर	 ही	 हो	 रही	 है।	 वह	
इि	 तरह	 की	 िमसयाओं	 पर	 ्बात	 करने	 के	
णलए	खू्ब	उतिुक	रहती	है।	लणेकन	इि	प्रशन	
को	 रोड़ा	 णििककर	 िोचने	 के	 ्बा्द	 उिन	े
नज़रअन्दाज़	कर	ण्दया।	अपूववी	का	इि	तरह	
िे	रुणच	न	लेना	मेरे	णलए	रोड़ा	अप्रतयाणित	रा	

्योंणक	गणित	की	अलग–अलग	अवधारिाओं	
पर	मैं	 उििे	 ्बातचीत	करता	 रहता	रा	और	
यह	उिके	व	मेरे	 णलए	कुछ	नए	णवचारों	को	
्बनाने	में	म्द्दगार	होता।	्बा्क़ी	इधर–उधर	की,	
उिके	 ्दोसतों,	 पणरवार	आण्द	 के	 ्बारे	 में	 वह	
हमेिा	की	तरह	िामानय	रूप	िे	्बातचीत	कर	
रही	री।	णिर	उिने	्बालटी,	णगलाि	और	मग	
वाले	िवाल	की	चचचा	में	रुणच	्यों	नहीं	ली?	
यह	जानने	के	णलए	मैंने	इि	प्रशन	की	प्रकृणत	
और	िंरचना	पर	िोचना	िुरू	णकया।	प्रशन	रा,	
“अगर	एक	्बालटी	8	मग	पानी	िे	और	एक	मग	
3	णगलाि	पानी	िे	पूरा	रर	जाता	है,	तो	वह	
्बालटी	 णकतने	 णगलाि	पानी	िे	रर	जाएगी?” 
इि	प्रशन	की	िंरचना	कुछ	इि	तरह	की	है–	

अशोक प्रसाद   

सन्दर्भों में शिशित गशणतीय समर्ाविाएँ

घटना या वस्तु 
(एक)

घटना या वस्तु 
(दो)

सम्बन्ध
पता है 

सम्बन्ध
पता है 

घटना या वस्तु 
(्ीन)

सम्बन्ध कया होगा?

शित्र 1
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मुझे	लगता	है	णक	आम	णज़न्दगी	के	अनुरवों	
पर	्बने	इि	िंरचना	 के	िाधारि–िे	प्रशन	में,	
गणित	 पढ़ाने	 के	 नज़णरए	 िे	 ्बहुत–िी	 णवचार	
करने	वाली	्बातें	णनणहत	हैं।	यह	गणितीयकरि	
की	प्रणरिया	की	ओर	्बढ़ने	का	तरी्क़ा	है।	आम	
जीवन	में	हमें	कई	मौ्क़ों	पर	इि	तरह	के	प्रशनों	
िे	जूझना	होता	है।	ये	प्रशन	यहाँ	ण्दए	उ्दाहरि	
जैिे	री	हो	िकते	हैं	और	फ़्क़्भ 	री,	णजनमें	कई	
तरह	के	अनय	िम्बनध	व	अलग	पणरणसरणतयाँ	री	
हो	िकती	हैं।

पर	ऐिे	िन्दर्भ	सवाराणवक	तौर	पर	िामने	
आते	रहते	हैं।	 सवाराणवक	िन्दरभों	में	धीरे–धीरे	
इि	तरह	िे	प्रशनों	की	िंरचना	को	री	अमूत्भ	
रूप	में	 रख	पाना	 व	ज़रूरत	पड़ने	 पर	अपने	
अनुरवों	को	 ऐिे	िम्बनधों	िे	जोड़	 पाना,	 इि	
प्रणरिया	को	आगे	्बढ़ाता	है।	इिके	णनणहतारभों	के	
्बारे	में	िोचने	पर	यह	ण्बन्दु	िामने	आते	हैं	:	

1.	 इि	 िंरचना	 जैिी	 ्बहुत–िी	
पणरणसरणतयों	का	 णनमचाि	 णकया	जा	िकता	है।	
अपनी	रोज़मरचा	की	णज़न्दगी	में	हम	पानी,	्दूध,	
तेल,	्दवाई	जैिी	चीज़ों	का	इसतेमाल	करने	के	
णलए	अलग–अलग	आकार	के	्बत्भनों	को	प्रयोग	
में	लेते	हैं।	इन	्बत्भनों	की	धाणरता,	आयतन	जैिे	
िम्बनध	्ब्दलते	रहते	हैं।	्बचचों	के	णखलौने,	णडब्बे,	
चद्दरें	जैिी	आिपाि	की	 चीज़ों	 में	 क्ेत्िल,	
लम्बाई,	आयतन,	आकार	आण्द	के	आिानी	िे	
्देखे	 और	 पहचाने	 जा	 िकने	 वाले	 मात्ातमक	
िम्बनध	होते	हैं।	इन	िम्बनधों	पर	आधाणरत	आम	
णज़न्दगी	 की	 िाधारि–िी	 पणरणसरणतयों	 पर	
िार्भक	्बातचीत	णिक्क	और	णिक्ारवी	के	णलए	
करी–करी	िुन्दर	गणितीय	णवचारों	तक	पहुँचने,	
जोड़–तोड़	करके	िम्बनध	खोजने	की	िहयात्ा	
्बन	 जाती	 है।	 इन	 िन्दरभों	 पर	 ्बातचीत	 ्बचचे	
के	गणित	िीखने	की	अिीणमत	िमरावनाओं	के	
नज़णरए	को	पुषट	करती	है	और	िार–ही–िार	
अपने	 पढ़ाने	 के	 तौर–तरी्क़ों	 पर	 नए	 णिरे	 िे	
णवचार	करने	के	अविर	्देती	है।	

2.	 जग,	 लोटे	 और	 णगलाि	 जैिे	 ्बत्भनों	
की	धाणरता	के	अनति्भम्बनधों	पर	णलखी	िमसया	

पणरणसरणतयों	को	वासतणवक	रूप	िे	करके	्ेदखा	
जा	िकता	ह।ै	य	े्बत्भन	जुटाए	जा	िकते	हैं	और	
पानी	ि	े्बत्भनों	को	ररन	ेकी	गणतणवणधयाँ	करवाई	
जा	िकती	हैं।	उ्दाहरि	के	णलए,	्बचचे	को	णगलाि	
ि	ेपहल	ेलोटे	को	ररन	ेके	णलए	कहना,	णिर	लोटे	
ि	ेजग	ररन	ेके	णलए	कहना,	सवय	ंकरके	ण्दखाना	
या	अवलोकन	कर	्बतान	ेके	णलए	कहना	णक	एक	
्बत्भन	को	ररन	ेके	 णलए	्दिूरे	्बत्भन	को	णकतनी	
्बार	इसतेमाल	करना	पड़	रहा	ह।ै	

3.	 यहाँ	पर	णलखी	हुई	िमसया	पणरणसरणत	
में	 ‘्बालटी	और	मग’	 के	्बीच	का	 ‘ररने	का’	
िम्बनध	ण्दया	गया	और	णिर	‘मग	और	णगलाि’	
के	्बीच	का	‘ररने	का’	िम्बनध।	इन	्दो	िम्बनधों	
के	आधार	 पर	 ‘्बालटी	और	 णगलाि’	 के	 ्बीच	
‘ररने	के’	तीिरे	िम्बनध	की	खोज	करनी	है।	
यह	प्रशन	“यण्द	A	इंणगत	करता	है	B	को	और	
B इंणगत	करता	है	C	को,	तो	A	इंणगत	करेगा	
C	को” (if A implies B and B implies C, then A 
implies C)	के	ढाँचे	की	ताणक्भ कता	पर	आधाणरत	
है।	

अ.	 एक	 जग	 2	 लोटे	 पानी	 िे	 पूरा	 रर	
जाता	है।	(A	इंणगत	करता	है	B	को)

b.	 एक	लोटा	2	णगलाि	पानी	िे	पूरा	रर	
जाता	है।	(B	इंणगत	करता	है	C)

c.	 जग	 णकतने	 णगलाि	 पानी	 िे	 रर	
जाएगा?	(्या A	इंणगत	करेगा	C	को?)

4.	 गणित,	 तक्भ 	 के	 आधार	 पर	 खोजे	
गए	 णनषकर्भों	का	 णवर्य	है।	इि	िंरचना	वाली	
पणरणसरणतयाँ	गणित	की	आगमनातमक	तक्भ िीलता	
को	 णवकणित	करने	 में	 म्द्दगार	होंगी	 ्योंणक	
इनमें	कुछ	िुरुआती	िम्बनधों	की	जाँच–पड़ताल	
करते	 हुए	 उत्तर	 व	 पणरिामों	 तक	 पहुँचने	की	
िमरावना	है।	गणितीय	णनषकर्भों	तक	पहुँचने	में	
पैटन्भ	और	णनयमों	को	पहचानना,	इिके	आधार	
पर	अपने	णलए	गणित	के	करन	्बनाना,	्बनाए	
गए	करनों	की	जाँच–परख	करना	और	इिके	
णलए	 इि	 तरह	 के	 तक्भ 	 णलखना,	 कहना,	 णक	
िाण्बत	हो	जाए	णक	्बनाया	गया	करन	िही	है	
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या	ग़लत,	गणितीय	तरी्ेक़	िे	िोचने	 के	कुछ	
ज़रूरी	्क़्दम	हैं।	लेणकन	्या	यह	्बातें	छह	िाल	
के	्बचचों	के	णलए	री	प्रािंणगक	हैं?	् या	इि	तरह	
िे	 िोचने	 के	 णलए	 प्रारणमक	कक्ाओं	 में	 कुछ	
पणरणसरणतयाँ	्बनाई	जा	िकती	हैं?	णनषकर्भों	पर	
पहुँचने	के	णलए	आगमन	तक्भ 	का	इसतेमाल	णकि	
तरह	िे	हो	िकता	है	और	िमसया	िमाधान	के	
्दौरान	गणितीय	िंवा्द	का	प्रकार	्या	होगा?	
आगे	इि	तरह	के	कुछ	प्रशनों	पर	्बात	करेंगे।	

मैंने	 अपूववी	 की	 णहचणकचाहट	 के	 ्बावजू्द	
उिके	 िार	 इि	 िंरचना	 के	 प्रशनों	 पर	 कुछ	
ण्दनों	तक	लगातार	्बातचीत	की।	धीरे–धीरे	इिमें	
उिकी	रुणच	्बढ़ी	और	इिको	करते–करते	उिने	
अपने	तरी्ेक़	िोचे।	

मेरी बातिीत के कुछ अंि
मेरे	णलए	िन्दरभों	पर	्बातचीत	की	िुरुआत	

करने	में	कुछ	प्रशन,	जैिे	णक	एक	्बार	प्रशन	को	
पढ़कर	मुझे	िमझाओ?,	प्रशन	िे	हमें	णकन–णकन	
चीज़ों	का	पता	चल	रहा	है?,	हमें	प्रशन	में	्या	
पता	करना	 है?,	आण्द	 हमेिा	 ही	 म्द्द	करने	
वाले	रहे	हैं।	अपूववी	ने	ज्ब	इन	तीन	प्रशनों	पर	
अपनी	प्रणतणरिया	्दे	्दी	तो	मैंने	पूछा,	“्बताओ,	
णिर	 कैिे	 पता	 करें	 णक	 एक	 मग	 को	 ररने	
के	 णलए	हमें	 णकतने	 णगलाि	पानी	की	ज़रूरत	
पड़ेगी?” रोड़ा	िोचने	 के	 ्बा्द	अपूववी	 ने	 तेज़ी	

िे	 गोले	 जैिी	 लगरग	 िमान	 आकार	 की	 2	
आकृणतयाँ	और	एक	्बड़ी	आकृणत	्बना	्दी	(णचत्	

2)।	 इिके	िार	छोटे	 गोले	 जैिी	आकृणत	को	
्बड़े	गोले	के	िार	जोड़	ण्दया।	मैंने	प्रशन	णकया,	
“आपने	यह	्या	्बनाया	है?” उिने	छोटे	गोलों	
की	तरफ़	इिारा	करते	हुए	कहा,	“ये	णगलाि	हैं	
और	्बड़ा	गोला	लोटा	है।	(प्रशन	को	ण्दखाते	हुए)	
ये	णलखा	है	न	णक	2	णगलाि	एक	लोटे	को	ररते	
हैं,	 मैंने	 इिी	का	 णचत्	 ्बनाया	 है।” मैंने	 कहा,	
“चलो	िीक	है,	अ्ब	आप	आगे	्या	करोगी?” 
मेरे	िवाल	पर	 ण्बना	कुछ	्बोले	 एक	पहले	िे	
्बड़ी	गोल	आकृणत	और	तीन	मधयम	आकार	के	
गोले	्बना	्देती	है।	“अचछा,	मुझे	िमझा	तो	्दो	
णक	अ्ब	आपने	्या	्बनाया	है?” मेरी	्बात	पर	
रोड़े	अणवशवाि	के	राव	के	िार	अपूववी	ने	कहा,	
“्देखो	प्रशन	में	्या	णलखा	है?	3	लोटे	िे	एक	
मग	रर	जाता	है।	(्बड़े	वाले	गोले	जैिी	आकृणत	
की	तरफ़	इिारा	करते	 हुए)	यह	मग	है	और	
(्बाईं	ओर	्बने	छोटे	गोले	जैिी	आकृणत	के	णलए)	
ये	तीन	लोटे	हैं।” मग	और	लोटे	को	णमलाती	हुई	
रेखाओं	की	तरफ़	इिारा	करते	 हुए	अपूववी	 ने	
णिर	्दोहराया,	“इन	तीन	लोटों	िे	ये	एक	मग	
रर	जाएगा।” ्बातचीत	को	आगे	्बढ़ाते	हुए	मैंने	
पूछा,	“अ्ब	आगे	् या	करना	है?” अपूववी	प्रशन	को	
िमझ	चुकी	री	तो	उिने	कह	ण्दया,	“अ्ब	पता	
करना	है	णक	यह	मग	णकतने	णगलाि	िे	ररेगा?” 
वह	मग	के	ऊपर	रेखा	खींचते	हुए	कहती	है,	
“2	णगलाि	िे	तो	यहाँ	तक	रर	जाएगा।	णिर	2	
णगलाि	िे	यहाँ	तक	रर	जाएगा।” ऐिा	कहने	

के	्बा्द	वह	चुप	हो	गई	तो	मैंने	चुपपी	
तोड़ने	 के	 णलए	 पूछ	 ण्दया,	 “आपको	
कैिे	पता	चल	रहा	है	णक	2	णगलाि	िे	
यहीं	तक	ररेगा?	हो	िकता	है	रोड़ा	
ऊपर	तक	रर	जाए?” रोड़ा	िोचने	के	
्बा्द	उिने	कहा,	“6	णगलाि।” अपूववी	
का	 जवा्ब	 (6	 णगलाि)	 तो	 िीक	 रा	
लेणकन	उिके	उत्तर	तक	पहुँचने	की	
प्रणरिया	को	िमझने	के	णलए	मैंने	पूछा,	
“आपको	कैिे	पता	चला	णक	6	णगलाि	
िे	ही	यह	मग	रर	जाएगा।” अपूववी	ने	
अपने	्बनाए	णचत्	को	िार	में	ण्दखाते	

हुए	कहा,	 “3	लोटे	 िे	 एक	 मग	 ररता	 है।	 2	
णगलाि	िे	एक	लोटा	ररता	है।	2	णगलाि	िे	एक	

शित्र 2
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लोटा	ररता	है।	2	णगलाि	िे	एक	लोटा	ररता	
है	(एक	ही	वा्य	तीन	्बार)।	णिर	ये	लोटे	का	
पानी	डालते	हैं	मग	में।	ऐिे	पता	चलता	है	णक	6	
णगलाि	िे	मग	रर	जाता	है।” 

अगले	प्रशन	“एक	्बालटी	5	मग	पानी	िे	और	
एक	मग	4	णगलाि	पानी	िे	पूरा	रर	जाता	है,	तो	
वह	्बालटी	णकतने	णगलाि	पानी	िे	रर	जाएगी” 
पर	 उिने	 कुछ	 णचत्	 नहीं	 ्बनाए।	 मैंने	 पूछा,	
“अचछा,	ये	्बताओ	णक	िवाल	के	िुरू	में	री	तो	
कुछ	 णलखा	हुआ	है।	आपने	उिका	 णचत्	नहीं	
्बनाया	और	्बीच	िे	पढ़कर	उिका	ही	णचत्	् यों	
्बनाया	(णचत्	3)?” ऐिा	करने	के	पीछे	अपूववी	का	
तक्भ 	रा,	“िवाल	के	्बा्द	वाले	णहसिे	में	िंखया	
छोटी	है	इिणलए	यह	आिान	है।” इिी	तरह	एक	
और	प्रशन	पर	्बात	करते	हुए	मैंने	पूछा,	“अपूववी,	

अ्ब	इि	प्रशन	िे	हमें	णकन–णकन	चीज़ों	का	पता	
चल	रहा	है?	और	इि	प्रशन	में	हमें	्या	पता	
करना	है?” इि	्बार	री	अपूववी	ने	प्रशन	को	अपने	
िब्दों	में	्बता	ण्दया।	उिने	यह	री	कहा	णक	यह	
िवाल	ग़लत	है	्योंणक	6	णगलाि	िे	एक	मग	
रर	जाता	है	और	यहाँ	पर	4	णगलाि	णलखा	है।	
रिोई	में	रखे	अलग–अलग	आकार	के	मग	पर	
रोड़ी	्बात	करके	मैंने	पूछा,	“्बताओ,	णिर	हम	
कैिे	पता	करें	णक	एक	्बालटी	को	ररने	के	णलए	
हमें	णकतने	णगलािों	की	ज़रूरत	पड़ेगी?” णपछले	
प्रशन	में	तो	वह	तुरनत	ही	उत्तर	तक	पहुँचने	का	
प्रयाि	करने	लगी	री,	लेणकन	इि	्बार	उिने	
ण्बना	 प्रयाि	 के	 ही	कह	 ण्दया,	 “यह	 मुणशकल	
है।” ज्ब	मैंने	कोणिि	करने	का	आग्रह	णकया	तो	
कहने	लगी,	“आप	्बताओ	णक	्बालटी	को	ररने	
के	णलए	णकतने	णगलाि	की	ज़रूरत	होगी।	आपने	

यह	िवाल	णलखा	है	तो	आपको	जवा्ब	ज़रूर	
पता	होगा।” यह	मेरे	णलए	हमेिा	मुणशकल	णसरणत	
होती	है	्योंणक	प्रशन	तो	मैंने	्बनाया	है	न	णक	
णकिी	पणरणसरणत	िे	वह	हमारे	िामने	आया	है।	
तो	उिका	कहना	िीक	ही	है	 णक	ये	तो	मेरा	
प्रशन	है।	कुछ	प्रयाि	करने	पर	वह	इि	प्रशन	पर	
िोचने	के	णलए	तैयार	हो	गई।	

लेणकन	जैिे	णपछली	्बार	उिने	णचत्	्बनाए	
रे,	इि	्बार	वैिा	तरी्क़ा	न	अपनाकर	उिने	एक	
गोला	्बनाया	और	्बताया	णक	यह	्बालटी	है।	णिर	
कहने	लगी,	“मुझे	अ्ब	्बार–्बार	णचत्	्बनाने	की	
ज़रूरत	नहीं	है	इिणलए	मैं	अ्ब	मग	णलखूँगी।” 
इिके	 ्बा्द	 उिने	 णलखा,	 ‘एक	 मग	 और	 4	
णगलाि’	जोणक	प्रशन	के	अनुिार	रा।	मैंने	णिर	
पूछा,	“एक	्बालटी	णकतने	णगलाि	िे	रर	जाएगी	
यह	जानने	के	णलए	्या	करना	पड़ेगा?” रोड़ा	
िोचने	और	अंगुणलयों	पर	णगनने	के	्बा्द	अपूववी	
ने	 जवा्ब	 ण्दया,	 “8	 णगलाि	िे	 रर	जाएगी।” 
इि	उत्तर	पर	उिका	धयान	ण्दलाने	के	णलए	मैंने	
पूछा,	“आपको	 कैिे	 पता	चला	 णक	8	 णगलाि	
िे	्बालटी	रर	जाएगी?” अपूववी	ने	अंगुणलयों	पर	
कुछ	णगनते	हुए	्बताने	की	कोणिि	की	णक	एक	
मग	के	4	णगलाि,	्दूिरे	मग	के	री	4	णगलाि,	
लेणकन	उिे	री	इि	्बात	का	आराि	रा	णक	वह	
कुछ	उलझ	गई	है।	इिणलए	मैंने	प्रसताव	रखा	णक	
वह	जो	कह	रही	है	उिे	िार	में	नोट	री	करें	तो	
कैिा	रहेगा?	उिने	उि	प्रसताव	को	यह	कहकर	
सवीकार	कर	णलया	मैं	णलख	लूँगी	लेणकन	णगलाि	
पूरा	न	णलखकर	उिका	केवल	‘g’	ही	णलखूँगी।	

णगलाि	के	णलए	‘g’	णलखने	की	्बात	मेरी	
पहले	री	उििे	हुई	री	(णचत्	4),	त्ब	लगा	रा	
णक	इि	आयु	वग्भ	में	इि	तरह	के	िंकेतों	का	
इसतेमाल	नहीं	करना	चाणहए।	काफ़ी	ण्दन	पहले	
की	्बात	का	इि	तरह	िे	प्रयोग	होना	िुख्द	
अनुरव	रा	णक	जणटल	णवचारों	पर	अगर	िार्भक	
्बातचीत	होती	है	तो	वह	मणसतषक	के	णकिी	कोने	
में	रहते	हैं।	्बात	आगे	्बढ़ाते	हुए	णचत्	पाँच	की	
पणरणसरणत	पर	हमारी	्बातचीत	हुई।	उििे	पूछा,	
“प्रशन	मुझे	िमझा	िकती	हो	और	इिका	णचत्	
री	्बना	िकती	हो?” अपूववी	ने	प्रशन	को	अपने	

शित्र 3
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िब्दों	में	्बता	ण्दया	और	रोड़ी	्देर	के	्बा्द	उिने	
णचत्	्बना	ण्दया	(णचत्	5)।	णचत्	पर	्बोलते	हुए	
उिने	कहा,	“मैंने	पहले	्बनाया	है	णक	्दो	लोटे	
िे	एक	मग	रर	रहा	है	और	णिर	्बनाया	है	तीन	
णगलाि	िे	 एक	लोटा	रर	 रहा	है।” इि	प्रशन	
पर	णक	जग	णकतने	लोटे	िे	ररेगा,	उिने	कहा,	
“पहले	एक	लोटे	को	ररेंगे	तो	तीन	णगलाि	पानी	
डालेंगे।	णिर	्दूिरा	लोटा	पानी	डालेंगे	तो	जग	
रर	जाएगा।	 इिणलए	 6	 णगलाि	 पानी	िे	जग	
ररेगा।” इि	तरह	की	पणरणसरणतयों	पर	्बातचीत	
करना	अ्ब	हमारे	णलए	कुछ	िहज	लग	रहा	रा। 

सन्दर्भों के अर्थ शिमा्थण का ढाँिा	

अपूववी	 के	 िार	 काम	 करने	 के	 अलावा	
णवणवध	 आयु	 वग्भ,	 अनुरव	 क्ेत्	 के	 वयण्तयों	
और	िमूह	के	िार	णकए	गए	काम	के	अनुरव	
आधार	पर	कह	िकते	हैं	णक	िन्दरभों	में	मौजू्द	
अमूत्भ	गणितीय	णवचारों	को	जानने–िमझने	की	

यात्ा	के	तीन	महत्वपूि्भ	पड़ाव	होते	हैं,	णजनमें	
ि्बिे	पहला	पड़ाव,	िन्दरभों	में	 णनणहत	अमूत्भ	
णवचारों	का	 णनरूपि	करना;	 ्ूदिरा,	 णनरूपि	
पर	िार्भक	्बातचीत	और	्ब्दलाव	करते	हुए	
िम्बनधों	को	खोजना;	और	तीिरा	पड़ाव,	पुरान	े
िम्बनधों	के	आधार	पर	कुछ	िार्भक	नए	पैटन्भ	
या	िम्बनधों	को	कहना	है।	यह	्बात	धयान	्देन	े
की	है	णक	िन्दर्भ	्या	हैं,	णकि	तरह	के	िन्दर्भ	
कारगर	हो	िकते	हैं,	इिकी	िीमाएँ	्या	होती	
हैं?,	जैिे	प्रशनों	पर	री	णवचार	करना	उपयोगी	
होगा।

पड़ाव एक : सन्दर्भों में शिशित अमूत्थ शविारों 
का शिरूपण करिा

अपूववी	द्ारा	्बनाए	 णचत्ों	को	्देखकर	हम	
िोच	िकते	 हैं	 णक	 वह	 णचत्	 एक	में	 ्दी	 गई	
िंरचना	के	प्रशनों	पर	एक	सतर	की	प्रणतणरिया	
्दे	पा	रही	है।	्दैणनक	जीवन	िे	जुड़े	इि	तरह	
के	प्रशनों	को	िार्भक	रूप	िे	िमझने	के	णलए	
िन्दरभों	 पर	 ्बातचीत,	और	 णनरूपि	का	 होना	
्बहुत	म्द्दगार	होता	है।	गणित	की	कक्ाओं	में	
िार्भक	िन्दरभों	के	िार	गणित	में	काम	करन	े
की	मंिा	के	िार	्बचचों	के	णलए	एक–्दो	पंण्त	
के	 प्रशन	 ्बना	 ण्दए	 जाते	 हैं।	 और	 इन	 प्रशनों	
को	 जीवन	 िे	 जुड़ाव	 का	 तरी्क़ा	 मान	 णलया	
जाता	 है।	 पाठयपुसतकों	 में	 री	 इि	 तरह	 के	
उ्दाहरि	्बहुतायत	में	णलखे	होते	हैं।	उ्दाहरि	
के	 णलए,	पाठयपुसतक	में	 णलखा	एक	प्रशन	है,	
“एक	वगचाकार	्बग़ीचे	की	्बाड़	की	लम्बाई	20	
मीटर	है।	्बग़ीचे	की	एक	िाइड	णकतनी	लम्बी	
होगी?” इि	 आलेख	 में	 णलया	 गया	 प्रशन	 री	
ऐिा	ही	्दो	पंण्त	का	है।	एक	्बार	इि	प्रशन	
पर	अपूववी	ने	कहा	रा	 णक	ज्ब	आपने	िवाल	
णलखा	है	तो	उत्तर	री	आपको	पता	होगा।	आप	
ही	्बता	्दो	णक	एक	्बालटी	को	ररने	के	णलए	
णकतने	णगलाि	की	ज़रूरत	होगी?	वह	ऐिा	्यूँ	
कह	रही	है?	यण्द	मैं	इि	िवाल	पर	चचचा	िुरू	
नहीं	करता	और	उिे	यह	्दो	पंण्त	का	िवाल	
ण्दखाई	्देता,	तो	्या	वह	इिका	हल	ढँूढ़ने	को	
उतिुक	होती?	

शित्र 5
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्बचचों	के	िीखन	ेको	लकेर	इि	प्रकार	की	
पणरणसरणतयों	की	अपनी	िीमाएँ	होती	हैं	्योंणक	
इिमें	कुछ	री	आगे–पीछे	की	्बात	णकए	ण्बना	मलू	
िमसया	णलख	्दी	गई	ह।ै	आगे–पीछे	की	्बात	का	
अर्भ	ऐि	ेिवालों	के	जवा्ब	होन	ेि	ेह	ैणक	आलखे	
में	णलए	गए	प्रशन	में	एक	्बालटी	को	8	मग	पानी	िे	
्यों	ररा	जा	रहा	ह?ै	णिर	मग	को	णगलाि	ि	े् यों	
रर	रह	ेहैं?	् या	जीवन	में	ऐिी	घटना	होती	ह	ैज्ब	
इि	तरह	एक	्बत्भन	को	्दिूरे	्बत्भन	िे	ररन	ेकी	
ज़रूरत	पड़ती	ह?ै	्या	जीवन	में	वासतणवक	रूप	
ि	ेऐिी	पणरणसरणत	होती	ह	ैजहाँ	पर	कुछ	पानी,	
्दधू	जैिी	चीज़ों	को	ररने	
का	काम	होता	ह?ै	अगर	
हाँ,	तो	्या	उि	्बात	को	
िमपिू्भता	में	 णलखना	इि	
िन्दर्भ	 को	और	 अर्भपिू्भ	
नहीं	्बना	्दगेा?	

गणित	 में	 हम	
लगातार	 अवधारिाओं	
और	 िम्बनधों	 पर	 काम	
करते	 हैं।	 एक	 णिणक्का	
ज्ब	कक्ा	 में	 2	 पणत्तयाँ,	
2	 कंकड़,	 2	कटोरी,	 2	
पेंणिल	 आण्द	 ण्दखाकर	
णिक्ाणर्भयों	 िे	 ्बातचीत	
करती	हैं	तो	वह	उनकी	
2	 पणत्तयाँ,	 2	 कंकड़,	 2	
कटोरी,	2	पेंणिल	आण्द	में	‘2	होने	का’	अमूत्भ	
गुि	ढूँढ़ने	में	म्द्द	कर	रही	होती	हैं।	्दूिरे	िब्दों	
में	कहें	तो,	वह	2	की	अवधारिा	पर	काम	कर	
रही	होती	हैं	जो	णक	मानवीय	ण्दमाग़	की	रचना	
है।	वहीं	्दूिरी	ओर,	एक	कंचे	िे	िुरू	करके	
उिमें	 एक	और	 कंचा	 णमलाकर	 2	 कंचे,	 2	 में	
एक	और	कंचा	णमलाकर	3	कंचे	जैिी	प्रणरिया	में	
िंखया	की	मात्ा	के	िार	‘1	और	2	में	1	जया्दा	
होने’	 के	िम्बनध	 पर	री	काम	हो	 रहा	 होता	
है।	 णगनती	की	 िंखयाओं	 में	 एक	 जया्दा	 होने	
का	्दैणनक	जीवन	का	िन्दर्भ	पानी	की	टोंटी	
िे	 टपकती	 ्बूँ्दें	 हैं।	 लणेकन	 ्या	 ऐिा	 हमेिा	
िमरव	होगा	णक	हम	गणित	के	िरी	िम्बनधों,	

हर	अवधारिा	 के	 णलए	वासतणवक	जीवन	की	
वासतणवक	पणरणसरणत	गढ़	्दें?	उ्दाहरि	के	णलए,	
िंखया	123	में	णलखे	गए	अंक	1,	2	और	3	का	
मूलय	 इनके	 णलखने	 की	 जगह	 की	 वजह	 िे	
्ब्दल	जाता	है।	 इि	िंखया	में	अंक	3	इकाई,	
2	 ‘्दि–्दि’	का	िमूह	और	1	िौ	का	िमूह	
्दिचा	रहे	हैं।	यानी,	िंखया	में	जगह	का	मान	्बाईं	
तरफ़	10	गुने	्बढ़ता	जा	रहा	है।	्बचचे	के	अनुरव	
क्ेत्	 में	 ऐिी	 पणरघटना	 होना	 मुणशकल	 है	 जो	
इतने	िुिंगत	और	णनयम्बद्ध	तरी्ेक़	िे	10	गुने	
में	िमूह	्बनाती	जाए	और	हमेिा	उिका	पालन	

करे।	इिणलए	गणित	के	िन्दर्भ	
हर	 ्बार	 वासतणवक	 जीवन	
िे	 हों,	 यह	 री	 ज़रूरी	 नहीं	
है।	 ्बणलक	 गणित	 के	 अर्भपूि्भ	
िीखने–णिखाने	 के	 णलए	
वासतणवक	 िन्दरभों	 के	 आग्रह	
की	्बजाय	्बहुत	्बार	िमपूि्भता	
में	णलखे	वासतणवक	लगने	वाले	
िन्दर्भ	 जया्दा	 उपयोगी	 होते	
हैं।	उ्दाहरि	के	 णलए,	िंखया	
के	सरानीय	मान	के	णनयम	पर	
्बातचीत	 करने	 के	 णलए	 एक	
्बढ़ई	के	तख़तों	को	िजाने	का	
वासतणवक	लगने	वाला	िन्दर्भ	
णलया	जा	िकता	है	णक	्बढ़ई	
अपने	 लकड़ी	 के	 तख़तों	 को	
10	के	िमूह	में	रखता	है	और	

्बाज़ार	ले	जाने	के	णलए	एक	ट्रक	में	100	तख़ते,	
्दि–्दि	के	्दि	्बणडलों	में	रखता	है।	

पड़ाव ्दो : शिरूपण पर सार्थक बातिीत और 
ब्दलाव करते िुए समबन्धों को खोजिा

िन्दरभों	पर	्बातचीत,	 णवचारिील	प्रशन	और	
णनरूपि	िीखन–ेणिखान	ेकी	प्रणरिया	को	अर्भपूि्भ	
्बना	्दतेे	हैं।	इन	प्रशनों	पर	अपूववी	्बातचीत	कर	
पा	रही	ह,ै	इिके	पीछे	एक	कारि	उिके	द्ारा	
गोल	ेजैिी	्बनाई	गई	आकृणतयाँ	हैं।	िन्दरभों	पर	
णलखी	िमसया	 पणरणसरणत	 के	 मानणिक	खाके	 /	
छणव	(मेंटल	मॉडल)	के	णचत्	्बनाना,	उि	िमसया	
पणरणसरणत	में	 णनणहत	अमूत्भ	गणितीय	णवचारों	को	

गणित की कक्षाओ ंमें सषार्थक
 सन्दर्भों के सषार गणित में 

कषाम करने की मंशषा के सषार 
बच्चों के लिए एक–दो 

पंक्ति के प्रश्न बनषा ददए जषाते हैं। 
और इन प्रश्नचों को जीवन से 

जुड़षाव कषा तरीकषा मषान
 लियषा जषातषा है। 

पषाठ्यपुस्तकचों में र्ी इस तरह 
के उदषाहरि बहुतषायत में 

लिखे होते हैं।
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िमझन	ेमें	म्द्द	करन	ेवाला	होता	ह।ै	य	ेणनरूपि	
गणित	की	कक्ा	की	णचत्कारी	ह।ै	यह	िृजनातमक	
कला,	सकूली	पाठयरिम	का	अणरन्न	 णहसिा	होना	
चाणहए	 ्योंणक	 इन	 गणतणवणधयों	 में	 मानणिक	
कौिलों,	िारीणरक	्दक्ताओं	और	रावनाओं	की	
अणरवयण्त	 का	 िमनवय	 होता	 ह।ै	 अपवूवी	 द्ारा	
्बनाई	गई	गोल	ेजैिी	आकृणत	उिके	मेंटल	मॉडल	
का	एक	रूप	ह।ै	गणित	के	णवचारों	और	िम्बनधों	
के	 णचत्	 ्बनान	े के	 णलए	 ण्दए	 अविर	 सवतंत्	
अणरवयण्त	को	्बढ़ावा	्दतेे	हैं	और	िीखन	ेवाल	ेके	
दृणषटकोि	को	िमझन	ेमें	म्द्द	करन	ेवाल	ेहोते	
हैं।	उ्दाहरि	के	णलए,	अपवूवी	
के	्बनाए	गए	जग,	लोटे	और	
णगलाि	के	णचत्ों	के	आकार	
में	अनपुात	रखन	ेकी	कोणिि	
तो	की	गई	ह	ैलणेकन	 णचत्	
चार	और	पाँच	में	्बत्भन	की	
धाणरता	और	आकार	के	्बीच	
के	िम्बनध	पर	्बातचीत	की	
ज़रूरत	लगती	ह।ै

िार्भक	 िंवा्द	में	अचछे	
प्रशनों	की	रूणमका	महत्वपूि्भ	
होती	 ह।ै	 लणेकन	 कई	 ्बार	
िीखन–ेणिखान	े की	 प्रणरिया	
में	 लगातार	 ्बातचीत	 करते	
हएु	हमार	ेिवाल	इि	तरह	
के	्बन	जाते	हैं	 णक	एक	के	
्बा्द	्ूदिर	ेिवाल	का	जवा्ब	
्दतेे	 हएु	िीखन	े वाला	ख्ुद–्ब–ख्ुद	उत्तर	तक	
पहुचँ	 जाता	 ह।ै	 लणेकन	 इि	 िवाल–जवा्ब	 में	
ज़रूरी	नहीं	णक	िीखन	ेवाल	ेकी	पूरे	िन्दर्भ	की	
िमझ	्बन	रही	हो।	कई	्बार	वह	अवधारिाओं	के	
्बीच	िरी	ज़रूरी	अनति्भम्बनधों	को	नहीं	जान	पाता	
ह	ैऔर	उि	णहसिे	का	ही	जवा्ब	्ेदता	ह।ै	इिणलए	
आकलन	में	यण्द	वही	िवाल	्द	े ण्दया	जाए	तो	
वह	सवतंत्	रूप	िे	उि	प्रशन	का	उत्तर	नहीं	ढँूढ़	
पाता	ह	ैणजि	ेवह	इि	आरािी	सकेफ़फ़ोणलडगं	की	
प्रणरिया	में	हल	कर	चुका	होता	ह।ै

िन्दरभों	पर	्बातचीत	और	णनरूपि	में	कुछ	
िंकेतों	 का	 इसतेमाल	 वयसकों	 के	 णलए	 ्बहुत	

िामानय	 लगता	 है	 लेणकन	 प्रारणमरक	 सतर	 पर	
िीखने	वालों	के	णलए	वह	काफ़ी	अमूत्भ	हो	जाता	
है।	उ्दाहरिार्भ,	मग	के	णलए	‘m’	और	णगलाि	
के	णलए	‘g’	णलखकर	्दी	गई	िमसया	पणरणसरणत	
पर	काम	करना	अमूत्भता	के	अलग	सतर	की	माँग	
करता	 है।	 यण्द	 णिक्ारवी	को,	 ‘8	 मग	िे	 एक	
्बालटी	रर	जाती	ह’ै,	िम्बनध	पर	णवचार	करना	
है	तो	उिे	णलखे	हुए	िे	हर	्बार	णडकोड	करना	
पड़ेगा	णक	‘m’	और	‘g’	् या	है।	िीखने–णिखाने	
की	प्रणरिया	में	कई	्बार	िुगमकतचा	को	इि	तरह	
की	्बातें	िाधारि–िी	लगती	हैं	और	उि	तरफ़	

उिका	 धयान	 नहीं	 जाता।	
णिक्ारवी	के	अनुरव	क्ेत्	का	
णवचार	 न	 होने	 की	 वजह	
िे,	 सवतंत्	रूप	िे	 णवचार	
रखने	 की	 परमपरागत	
लोकतांणत्क	कक्ा	में	री	वे	
उनको	िमझने	में	आ	रही	
परेिानी	पर	कुछ	कह	नहीं	
पाएँगे।	 नतीजतन	 पिन–
पािन	 िे	 यह	 िमसया	
पकड़	में	नहीं	आ	पाती।	

इिके	 अलावा,	 ्दी	
गई	 िमसया	 पणरणसरणत	
में	 िम्बनधों	 को	 जानन	े के	
णलए	 जोड़	 और	 गुिा	 की	
िंणरियाओं	 को	 अमल	 में	

लान	ेकी	ज़रूरत	पड़गेी।	 इन	अनति्भम्बनधों	 पर	
्बातचीत	 करन	े के	 णलए	 णवणवध	 णनरूपिों	 का	
उपयोग	 णकया	 जा	 िकता	 है।	 िखंया	 65,	 या	
िंणरिया	6	×	5	का	 णचत्	कैि	े्बना	िकते	हैं?	
इि	तरह	के	िवाल	िनुन	ेवाल	ेको	चौंका	्दतेे	हैं	
्योंणक	कम–िे–कम	अंकगणित	में	िंखयाओं	और	
उनके	िम्बनधों	के	णनरूपि	की	प्रणरियाएँ	िामानय	
रूप	िे	कक्ाओं	में	नहीं	होती	हैं।	लणेकन	गणित	
के	िरी	क्ते्ों	में	जैिे	णक	िंखया	65	के	णनरूपि	
को	6	लम्ब	ेआयताकार	टाइल	(णजिमें	हर	लम्ेब	
आयताकार	 टाइल	 को	 10	 छोटे	 आयतों	 को	
णमलाकर	्बनाया	गया)	और	5	छोटे	आयताकार	
टाइल	्बनाया	जाना	या	िंणरिया	6	×	5	को	्दिचाने	

सषार्थक संवषाद में अचे् प्रश्नचों 
की र्ूममकषा महत्त्वपूि्थ होती है। 

िेककन कई बषार सीखने–लसखषाने 
की प्रकरियषा में िगषातषार बषातचीत 
करते हुए हमषारे सवषाि इस तरह 
के बन जषाते हैं कक एक के बषाद 
दसूरे सवषाि कषा जवषाब देते हुए 
सीखने वषािषा खुद–ब–खुद उत्तर 
तक पहँुच जषातषा है। िेककन इस 

सवषाि–जवषाब में ज़रूरी नहीं कक 
सीखने वषािे की पूरे सन्दर््थ की 

समझ बन रही हो।
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के	णलए	6–6	वतृ्तों	के	5	िमहू	्बनाना,	अवधारिा	
की	िमझ	का	आकलन	करन	ेमें	म्द्दगार	तो	
होते	 ही	 हैं	 िार–ही–िार	 उि	 अवधारिा	 के	
अमूत्भ	पहलओंु	को	िामन	ेलान	ेमें	म्द्द	करन	े
वाल	ेहोते	हैं।	इि	्दौरान	उनके	आपिी	णरशतों	पर	
्बातचीत	के	पयचापत	अविर	हैं।	

पड़ाव तीि : पुरािे समबन्धों के आ्धार पर 
कुछ सार्थक िए पैटि्थ या समबन्धों को 
कििा 

िीखने–णिखाने	की	प्रणरिया	में	अपूववी	के	द्ारा	
्बनाए	गए	णचत्	को	्देखकर	पूरे	आतमणवशवाि	िे	
ण्दया	गया	जवा्ब	णक,	“ि्बिे	पहले	एक	जग	है	
और	इि	जग	को	इन	्दो	लोटों	िे	रर	िकते	
हैं।	णिर	तीन	णगलाि	िे	एक	लोटा	रर	रहा	है।	
्दूिरा	लोटा	री	तीन	णगलाि	िे	ररेगा।	इिणलए	
जग	को	ररने	के	 णलए	6	 णगलाि	की	ज़रूरत	
होगी”,	या	“एक	लोटा	3	णगलाि	िे	रर	रहा	है	
तो	2	लोटे	6	णगलाि	िे,	3	लोटे	9	णगलाि	िे,	
5	लोटे	15	णगलाि	िे...” गणितीय	िंवा्द	और	
नए	पैटन्भ	को	्बनाए	जाने	की	्बानगी	है।	

एक	्बालटी	को	ररने	 के	 णलए	3	और	3	
णगलाि	चाणहए।	3	और	3	णगलाि	को	3	+	3	
णलखेंगे।	 ्या	इिको	 गुिा	 के	रूप	में	 णलखने	
के	 प्रशन	पर	यह	कहना,	 णक	 3	को	्दो	 ्बार	
जोड़	रहे	हैं	इिणलए	इिे	3	×	2	णलख	िकते	
हैं,	इि	्बात	का	प्रमाि	है	णक	िीखने	वाले	न	े
जोड़	को	णमलाने	की	प्रणरिया	के	रूप	में	िमझा	
है,	और	इिी	प्रणरिया	में	्दो	िमूह	एक	िार	
रख	रहे	हैं	इिणलए	यहाँ	पर	गुिा	री	हो	रहा	
है।	 गणित	 की	 णवणवध	 अवधारिाएँ	 आपि	 में	
अनति्भम्बणनधत	 होती	 हैं।	 इिका	 एक	 छोटा–
िा	उ्दाहरि	जोड़	की	िंणरिया	का	 गुिा	की	

िंणरिया	 िे	िम्बनध	है।	 ्बेहतर	गणित	िीखन	े
में	इन	अनति्भम्बनधों	को	जानना,	इनकी	खोज	
करना	्बहुत	ज़रूरी	है।	

मुझे	 लगता	 है,	 ्दैणनक	 जीवन	 के	 िार्भक	
िन्दरभों	 पर	 णनरूपि	करते	 हुए	 खोज्बीन	 की	
प्रणरिया	िे	हर	प्रकार	के	िम्बनध	िीखने	वाला	
खोज	ले,	यह	री	ज़रूरी	नहीं	है।	इि	िन्दर्भ	पर	
्बातचीत	करते	हुए	हम	्बरा्बर	होने	के	िम्बनध	
पर	्बात	कर	रहे	रे।	ऐिा	लगता	है,	यह	णनषकर््भ	
णनकालने	के	्बा्द,	णक	‘िमूह	एक’,	‘िमूह	्दो’	
के	्बरा्बर	है,	ऐिा	कहना	णक	‘िमूह	्दो’,	‘िमूह	
एक’	के	्बरा्बर	होगा,	एक	6	िे	7	िाल	आयु	
वग्भ	के	्बचचे	के	णलए	्बहुत	सवाराणवक	नहीं	होता	
है।	उ्दाहरि	के	णलए,	एक	लोटे	का	2	णगलाि	
िे	ररना	के	आधार	पर	कहना	 णक	2	 णगलाि	
एक	लोटे	को	ररेंगे।	

अनत में

आलेख	में	ली	गई	िमसया	पणरणसरणत	में	ण्दए	
करन,	णक	“एक	लोटा	2	णगलाि	पानी	िे	पूरा	
रर	जाता	है”,	को	A	इंणगत	करता	है	B	को,	के	
दृणषटकोि	िे	री	िमझ	िकते	हैं।	यहाँ	पर	यह	
पड़ताल	णिर	ण्दलचसप	हो	जाती	है	 णक	अगर	
A	इंणगत	करता	है	B	को,	तो	्या	हर	्बार	B	
इंणगत	करेगा	A	को?	्दो	्बत्भनों	में	रिव	ररने	के	
िन्दर्भ	के	णलए	तो	यह	िम्बनध	िच	है,	लेणकन	
िम्बनध	्ब्दलकर	उिकी	जगह	पर	‘चाचा	होने’	
का	िन्दर्भ	कर	ण्दया	तो	यह	िम्बनध	िीक	नहीं	
होगा।	कुल	णमलाकर	यह	कहा	जा	िकता	है	णक	
यह	िाधारि–िी	पणरणसरणत	्या	्बड़ी	कक्ाओं	
में	 पढ़ाए	 जाने	 वाले	 अमूत्भ	 अवधारिा	 तुलयता	
िम्बनध	 के	 णवमि्भ	 को	 प्रारमर	 करने	 के	 णलए	
काफ़ी	उपयोगी	हो	िकती	है।
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