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	 प्रमेय	सिद्ध	करना,	सनगमनातमक	तक्क 	करना	गसित	सिक्ा	का	केन्द्र	माना	जाता	है।	
परन्ततु	अकिर	सिक्क	इिे	कक्ा–कक्	की	िीखने–सिखाने	की	प्रसरिया	िे	जोड़	नहीं	पाते	
एवं	सवद्ार्थी	प्रायः	प्रमेय	को	महज़	परीक्ा	हेततु	याद	कर	लेते	हैं।	इि	िमसया	की	सववेचना	
करते	हतुए	हम	प्रसततुत	आलेख	में	गसितीय	तक्क 	के	आयामों	को	िमझेंगे	सजििे	गसितीय	
तक्क 	के	सवकाि	के	सलए	प्रार्समक	सतर	िे	ही	गसित	िीखने–सिखाने	में	जगह	बनाई	जा	
िके।	यह	आलेख	देि–सवदेि	में	सकए	गए	िोध	के	आधार	पर	गसितीय	तक्क 	सवकाि	के	
सलए	कुछ	पेडागॉसजकल	तरीके	प्रसततुत	करता	है।	िार्	में	एनिीईआरटी	और	छत्ीिगढ़	
की	गसित	की	पाठयपतुसतकों	में	प्रार्समक	सतर	पर	सकए	गए	प्रयतनों	को	भी	प्रसततुत	करता	

परिप्रेक्ष्य

सवद्ासर््कयों	/	बचचों	में	तासक्क क	सचन्तन	सवकसित	
करना	गसित	सिक्ा	का	एक	मतुखय	उददेशय	

ह।ै	यह	बात	एनिीएफ़	2005	एवं	गसित	 सिक्ा	
के	पोजीिन	पपेर	2006	में	गसित	के	लक्यों	में	
िासमल	 ह।ै	 भारत	 में	 गसित	 की	 पाठयपतुसतकों	
में	माधयसमक–उचच	माधयसमक	सतर	पर	 सवद्ार्थी	
कर्न	(प्रमेय)	को	 सिद्ध	करन	ेकी	प्रसरिया	सवय	ं
करना	व	िमझना	आरमभ	करते	हैं।	सकन्ततु	िार्ी	
सिक्कों	के	कक्ा	अनतुभव	यह	बताते	हैं	सक	तासक्क क	
सचन्तन	के	उददशेय	ि	ेसकए	गए	यह	प्रयतन	िायद	
पययापत	नहीं	हैं।	मैंन	ेभी	यह	पाया	 सक	अकिर	
सवद्ार्थी	प्रमये	सिद्ध	करना,	या	सनगमनातमक	तक्क 	
(deductive reasoning)	 को	 िमझ	 नहीं	 पाते	और	
केवल	परीक्ा	हतेतु	उि	ेयाद	कर	लतेे	हैं।

गसित	 सिक्ि	 के	 द्ारा	 तासक्क क	 सचन्तन	
को	 सवकसित	 करन	े पर	 भारत	 के	 सिक्ासवदों	
के	िार्–िार्	दूिरे	देिों	के	गसितज्ञ	भी	चचया	
कर	रह	ेहैं।	सिद्ध	करना	या	तासक्क क	सचन्तन	को	
गसित	सिक्ा	का	केन्द्र	मानते	हतुए	वे	इि	बात	पर	
चचया	और	िोध	कर	रह	ेहैं	सक	तासक्क क	सचन्तन	
गसित	िीखन–ेसिखान	े(कक्ा	में)	के	दौरान	कैिे	
सवकसित	करें?	यह	बड़ा	िवाल	कुछ	मलू	िवालों	

ि	ेजतुड़ता	ह—ै	गसित	में	तासक्क क	सचन्तन	िे	कया	
अर््क	ह,ै	सकि	प्रकार	की	गसितीय	अवधारिाओं	
या	िवालों	 के	द्ारा	 तासक्क क	 सचन्तन	 सवकसित	
कर	 िकते	 हैं,	और	 कैि	े प्रार्समक	और	 उचच	
प्रार्समक	सतर	पर	सवद्ासर््कयों	को	ऐि	ेमौके	सदए	
जा	िकते	 हैं?	 इि	िन्दभ्क	 में	 बॉल	 एव	ंउनके	
िासर्यों	द्ारा	सलखा	गया	एक	पचया	उललखेनीय	
ह।ै	

िन्	 2002	 में	 प्रकासित	 बॉल	 एवं	 उनके	
चार	िासर्यों	द्ारा	सलसखत	टीसचंग	ऑफ़	प्रूफ़ि,	
प्रूफ़ि	यानी	उपपसत्	पर	सकए	गए	िोधों	का	एक	
िंकलन	है।	यह	िोध	प्रार्समक,	उचच–माधयसमक	
और	 उचचतर	 माधयसमक	 सतरों	 के	 सवद्ासर््कयों	
के	िार्	 सकए	गए	हैं।	इि	िंकलन	में	लेखक	
उपपसत्	(प्रूफ़ि)	को	गसित	सिक्ा	का	एक	मतुखय	
लक्य	मानते	हतुए	उपपसत्	िीखने	के	मूल	सबन्दतु,	
उन	सबन्दतुओं	को	सवकसित	करने	के	तरीके	एवं	
उनिे	जतुड़ी	चतुनौसतयों	पर	चचया	करते	हैं।	िार्	
ही	 प्रार्समक	कक्ा	 िे	 ही	 तासक्क क	 सचन्तन	 के	
सवकाि	को	प्रोतिासहत	करते	हैं।	प्रसततुत	लेख	में	
हम	बॉल	एवं	उनके	िासर्यों	द्ारा	सकए	गए	िोध	
को	आधार	बनाकर	तासक्क क	सचन्तन	के	सवकाि	

तान्ा सकससेना
प्राथमिक स्ति सरे गमि्तीष्य सोच करा मिकरास
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िे	जतुड़े	उपरोकत	सबन्दतुओं	और	िवालों	पर	चचया	
करेंगे।	िार्	ही	एनिीईआरटी	और	छत्ीिगढ़	
की	 पाठयपतुसतकों	 में	 इि	 सदिा	 में	 सकए	 गए	
प्रयतनों	का	सववेचन	करेंगे।

गमि्त िें ्तरामककिक मचन्तन सरे कष्यरा अमिप्राष्य 
है?

जैिा	 सक	 बॉल	 एवं	 अन्य	 (2002)	 कहते	
हैं	 सक	 गसितीय	 तासक्क क	 सचन्तन	 (मेर्ेमेसटकल	
रीज़सनंग)	 कोई	 एकमात्र	 कौिल	 नहीं,	 असपततु	
गसित	के	कुछ	मूल	कौिलों	का	िंकलन	(set)	
है।	गसितीय	रीज़सनंग,	पड़ताल	(enquiry)	का	एक	
िमभव	िाधन	है	 सजिके	द्ारा	 सवद्ार्थी	 गसित	
में	नए	सवचारों	/	वसततुओं	की	खोज	(discovery)	
और	अन्वेषि	(exploration)	कर	िकते	हैं।	इिमें	
अपने	अनतुिार	पसरभाषा	बनाना	या	बीजगसित	के	
सकिी	िवाल	को	नए	तरीके	िे	हल	करना	जैिी	
बातें	भी	िासमल	हैं।	इिके	असतसरकत,	गसितीय	
रीज़सनंग	सवद्ासर््कयों	में	गसितीय	कर्न,	दावे	या	
सकिी	गसितीय	प्रसरिया	को	 सिद्ध	करने	में	भी	
मददगार	हो	िकती	है।	आस़िर	कैिे?	

िोधकतया	कहते	 हैं	 सक	 सिद्ध	 (प्रूव)	करना	
‘सदमाग़	की	आदतों’	(habits	of	mind)	िे	जतुड़ा	
है	एवं	 सवशवाि	(belief),	िहज–बोध	(intuition),	
िामासजक	 सनयम	 (social	 norms),	 दृढ़ता	
(conviction)	 या	 सकिी	 प्रासधकारी	का	 पसरप्रेक्य	
(perception	 of	 authority)	 जैिे	 कारक	 उिे	
प्रभासवत	 करते	 हैं—	 {कलीमेन््टि	 एवं	 बासतसता	
(1992);	हीली	एवं	होयलि	(2000)}।	अकिर	जब	
सकिी	सवद्ार्थी	िे	कक्ा	में	यह	िवाल	पूछा	जाता	
है	 सक	कया	आप	कर्न	P	को	ितय	सिद्ध	कर	
िकते	हैं?	यह	िवाल	अिल	में	दो	िवालों	को	
जोड़कर	बना	 है—	 पहला,	 कया	आप	कर्न	 P	
पर	सवशवाि	करते	हैं?	और	अगर	हाँ	तो	दूिरा	
िवाल,	आप	कर्न	P	पर	कयों	सवशवाि	करते	हैं?	

यहाँ	पर	 सवद्ार्थी	अपने	िहज–बोध,	पतुराने	
अनतुभवजन्य	 िाक्य,	 उदाहरि,	 या	 पसरभाषा	
टटोलते	 हतुए	 कर्न	 P	 को	 जाँचते	 हैं,	 अर्वा	
कई	 बार	 बाह्य	 जानकार	 (external	 authority)	

के	 कहे	 को	 मानते	 हतुए	 आगे	 बढ़	 जाते	 हैं।	
उदाहरिसवरूप,	 यह	 गसितीय	 कर्न	 लें	 सक	
सकन्हीं	 दो	 िम	 िंखयाओं	 का	 जोड़	 एक	 िम	
िंखया	होती	है।	इिकी	ितयता	या	अितयता	को	
जाँचने	हेततु	अर्वा	अपने	सवशवाि	या	िहज–बोध	
को	तासक्क क	तथयों	िे	जोड़ने	हेततु	िायद	वे	कुछ	
अनतुभवजन्य	िाक्य,	जैिे—	 8	 +	 4	 =	 12,	का	
उपयोग	करेंग,े	िम	िंखया	की	पसरभाषा,	उिके	
गतुिों	को	जाँचेंग,े	आसद।	

उपरोकत	चचया	के	आधार	पर	मैं	यह	रेखांसकत	
करना	 चाहती	 हूँ	 सक	 गसित	 में	 रीज़सनंग	 का	
सवकाि	या	सिद्ध	करना	एक	जसटल	प्रसरिया	है	
सजिे	 िहजता	और	 रिमातमक	 ढंग	 िे	 पढ़ाया	
जाना	चासहए।	प्रूफ़ि	सिक्ि	के	प्रयाि	की	िैसक्क	
अिफलता	दियाती	है	सक	माधयसमक	और	उचच–
माधयसमक	 सतर	 पर	 वत्कमान	 पाठयरिम	 सजि	
प्रकार	प्रूफ़ि	िे	पसरचय	कराता	व	उिके	सवकाि	
को	िमझाता	है,	वह	िायद	तासक्क क	सचन्तन	के	
सवकाि	हेततु	 पययापत	नहीं	है।	जैिे	यह	धारिा,	
सक	गसितीय	तक्क 	और	प्रूफ़ि	की	िमझ	प्रमेय	
सलखते	 हतुए	 ही	 सवकसित	 हो	 िकती	 है	 और	
िीखने–सिखाने	 की	 प्रसरिया	 को	 बहतुत	 िीसमत	
कर	देती	है।	अतः	कक्ा	में	ऐिे	मौके	देने	होंगे	
जहाँ	सवद्ार्थी	खोजबीन	करें,	पैटन्क	पर	काम	करें,	
कर्नों	को	सिद्ध	करने	के	सलए	़ितुद	तक्क 	ढूँढ़ें	
और	छोटे	िमूहों	में	एक	दूिरे	के	तककों	पर	बात	
करें,	़ितुद	िामान्यीकरि	करें	और	दावे	बनाएँ।	
ऐिे	मौकों	 के	 सलए	पययापत	िमय	और	अविर	
तभी	समल	िकता	है	जब	प्रार्समक	िालाओं	िे	
प्रयतन	सकया	जाए।	अतः	यह	आवशयक	हो	जाता	
है	 सक	 गसित	 पाठयरिम	 में	 तासक्क क	 िोच	 या	
मेर्ेमेसटकल	रीज़सनंग	के	मौके	प्रार्समक	सतर	िे	
ही	िसममसलत	सकए	जाएँ।

प्राथमिक स्ति पि ्तरामककिक मचन्तन के 
मिकरास हरे्तु मकए गए प्ष्यत्न	

उपरोकत	 चचयानतुिार,	 गसितीय	 तासक्क क	
क्मता	और	सनगमनातमक	िोच	के	सवकाि	हेततु	
प्रार्समक	 कक्ाओं	 िे	 ही	 प्रयतन	 करने	 होंगे।	
अतः	प्रार्समक	सतर	पर	ऐिे	असधक–िे–असधक	
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अविर	सदए	जा	िकते	हैं	जहाँ	सवद्ार्थी	िंखयाओं	
के	 िार्	 खेलें,	 उनके	 सवरूप,	 पैटन्क,	 आपिी	
िमबन्धों	 को	 िमझें	 और	 उनकी	 पसरभाषा	 की	
वयाखया	 करते	 हतुए	 उनका	 उपयोग	 करें।	आगे	
की	कक्ाओं	में	इि	िमझ	का	सर्ापन	धीरे–धीरे	
औपचासरक	प्रूफ़ि	तक	सकया	जा	िकता	है।	ऐिे	
ही	 प्रयतन	 एनिीईआरटी	 और	 छत्ीिगढ़	 की	
पाठयपतुसतकों	में	देखे	जा	िकते	हैं।	प्रसततुत	खणड	
में	इन	पतुसतकों	िे	हम	कुछ	सबन्दतु	एवं	उदाहरि	
प्रसततुत	करेंगे।

एनसीईआिटी कक्रा 2 की पराठष्यपुस्तक सरे  

प्रार्समक	 कक्ाओं	 में	 एक	 मतुखय	 कोसिि	
गसित	 को	 मज़ेदार	 और	 रुसचकर	 बनाने	 की	
होती	 है।	 अतः	 यह	 प्रयतन	 सकया	 जाता	 है	
सक	 आिपाि	 की	 मूत्क	 वसततुओं	 पर	 आधासरत	
गसतसवसधयाँ	दी	जाएँ	सजनिे	बचचों	को	तासक्क क	
और	अमूत्क	सचन्तन	करने	या	िोचने	के	लायक	
बनाया	जा	िके।	इि	सतर	पर	कक्ा	में	खेल,	
पहेसलयों,	कर्ाओं	के	द्ारा	िंखयाओं	को	जोड़ा	
जा	िकता	है।	पैटन्क	की	पहचान	गसित	में	अहम	
है।	पैटन्क	पतुनरावृसत्	को	देखने	और	जाँचने	 के	
कौिल	का	सवकाि	करते	हैं,	िार्	ही	यह	ऐिी	
गसितीय	िोच	की	नींव	रखते	हैं	जो	बीजगसित	
और	िामान्यीकरि	का	आधार	है।	इिे	आकारों,	
िंखयाओं	की	आिान	पतुनरावृसत्	िे	ितुरू	करते	
हतुए	जसटल	बनाया	जा	िकता	है	सजिके	दौरान	
बचचे	पतुनरावृसत्	के	सनयम	को	िमझेंगे	और	नए	
पैटन्क	बनाएँगे।	सचत्र	1	में	िंखयाओं	के	पैटन्क	सदए	
गए	हैं,	जहाँ	बचचे	िंखयाओं	के	 सनमन	पैटन्क	में	
सनसहत	तासक्क क	सनयम	को	पता	करके	उिे	आगे	
बढ़ाएँगे।	जैिे—	24,	27,	30,	33,	36,	 ...	में	
बचचे	यह	पता	करेंगे	सक	हर	िंखया	सपछली	
िंखया	िे	 3	अंक	बड़ी	 है,	और	इिी	तरह	
ठीक	अगली	िंखया	सलखी	जाएगी।

एनसीईआिटी कक्रा 4 की पराठष्यपसु्तक सरे
गसितीय	 रूप	 िे	 िोचने	 और	 तासक्क क	

क्मता	के	सवकाि	के	सलए	गसित	की	बतुसनयादी	
अवधारिा	में	सनसहत	तासक्क कता	को	िमझना	
और	कौिल	सवकसित	करना	भी	ज़रूरी	है।	

जैिे—	 दि	 दिमलव	आधासरत	 िंखया	 पद्धसत	
की	िमझ,	अंक	िंसरियाओं	अर्यात	जोड़ने,	घटाने	
में	गसितीय	तक्क 	को	खोजना	और	उि	कौिल	
का	 दूिरी	 जगह	 उपयोग	 कर	 पाना।	 अकिर	
देखा	जाता	है	सक	बचचे	िवाल	हल	करके	एक	
सवसिषट	जवाब	 पता	कर	लेते	 हैं,	 पर	अनतुमान	
लगाना	 उन्हें	 कसठन	लगता	 ह,ै	 सजिमें	 सवसभन्न	
तरीकों	/	सदिाओं	िे	िोचना	व	आकलन	करना	
िासमल	ह,ै	और	यह	कौिल	गसितीय	तासक्क कता	
के	सलए	अहम	है।	इिसलए	ऐिे	अविर	भी	सदए	
जा	िकते	हैं	जो	अनतुमान	लगाने,	रिनीसत	या	
योजना	बनाने	को	प्रोतिासहत	करें।	नीचे	बॉकि	
1	का	उदाहरि	बचचों	को	अनतुमान	लगाने	और	
ऐिे	तरीके	खोजने	के	मौके	देता	ह,ै	जहाँ	बचचे	
अपने	कक्ा–कक्	की	ऊँचाई	की	क़ुततुब	मीनार	की	
ऊँचाई	िे	ततुलना	करते	हतुए	एक	िंखया	के	रूप	
में	जवाब	का	अन्दाज़ा	लगाएँगे।	

मचत्र 1

बॉकस 1
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एनसीईआिटी कक्रा 6 की पराठष्यपुस्तक सरे		

एनिीईआरटी	की	कक्ा	6	में	‘िंखयाओं	के	
िार्	खेलना’	पाठ	िसममसलत	ह,ै	सजिमें	मतुखयतः	
िंखयाओं	के	प्रकार,	जैिे—	भाजय–अभाजय,	िम–
सवषम;	 अर्वा	 िंखयाओं	 के	 गतुि,	
जैिे—	 गतुिनखणड,	 गतुिज,	 आसद	
पर	बात	की	गई।	पहले	पैटन्क	 के	
आधार	 पर	 पसरभाषा	 बनाना,	 सफर	
पसरभाषा	के	आधार	पर	दूिरी	बड़ी	
िंखयाओं	 को	 जाँचना।	 महत्वपूि्क	
बात	यह	जानना	है	 सक	िंखयाओं	
का	हर	अनन्त	पैटन्क	/	िेट	सकिी	
सनयम	 िे	 बद्ध	 है।	 अंक	 2	 िे	
सवभासजत	िंखयाएँ	एक	अनन्त	िेट	
बनाती	हैं।	ज़ासहर	बात	है	सक	यह	
िंखयाएँ	 2	की	गतुिज	भी	हैं	और	
पैटन्क	का	सनयम	2	×	1,	2	×	2,	2	
×	3,	2	×	4,	......	है।	

	इिके	असतसरकत	पैटन्क	देखकर	सवभाजयता	
के	सनयम	बनाना	और	सफर	उन	सनयमों	के	आधार	
पर	दी	गई	िंखया	की	सवभाजयता	पता	करने	के	
अविर	सदए	गए	हैं।	

ऐिे	 अविर	 सवद्ासर््कयों	 में	 िंखयाओं	 का	
अनतुमान	 (conjecture)	 और	 उनिे	 जतुड़े	 तथयों	
पर	 िोच	 सवकसित	 करने	 में	 मदद	 करते	 हैं।	
इनके	 द्ारा	 ऐिी	 अनतुभूसत	 भी	 समलती	 है	 सक	
गसित	में	 केवल	 एक	ही	 नहीं,	 बसलक	 एक	िे	
असधक	या	अनन्त	जवाब	भी	हो	िकते	हैं।	9	के	
गतुिनखणड	िीसमत	हैं	वहीं	9	के	गतुिज	अनन्त	
हैं,	सजनमें	ऐिी	/	इतनी	बड़ी	िंखयाएँ	भी	हैं	जो	
िायद	उन्होंने	कभी	पढ़ी,	ितुनी	या	देखी	नहीं,	पर	
उनका	अससततव	है।	उपरोकत	प्रकार	के	अनतुभव	
िामान्यीकरि,	 जो	 सक	 गसितीय	 प्रूफ़ि	 और	
तासक्क क	िोच	का	एक	अहम	सहसिा	ह,ै	की	िमझ	
सवकसित	करने	में	िहयोगी	होंगे।	िार्	ही	पैटन्क	
को	िमझते	हतुए	सनयम	बनाना	और	सफर	सनयम	
की	जाँच	भी	की	जा	िकेगी,	 कयोंसक	अकिर	
सवद्ार्थी	अनतुभवजन्य	तथयों	अर्वा	ितयापन	को	
प्रूफ़ि	मान	लेते	हैं।	यह	बहतुत	ज़रूरी	है	सक	वे	

िाक्य	एवं	ितयापन	के	बीच	अन्तर	को	िमझें।	
अतः	 प्रसततुत	 मौकों	 के	 द्ारा	 चचया	 करते	 हतुए	
सिक्क	कक्ा	में	गसितीय	प्रूफ़ि	और	तासक्क कता	
के	सवकाि	को	प्रोतिासहत	कर	िकते	हैं।

एनसीईआिटी कक्रा 8 की पराठष्यपुस्तक सरे		

कक्ा	6	में	िंखयाओं	और	उनके	िमबन्ध	पर	
की	गई	चचया	का	सवसतार	करते	हतुए	कक्ा	8	में	
भी	‘िंखयाओं	के	िार्	खेलना’	पाठ	सलखा	गया।	
चूँसक	कक्ा	8	में	गसित	औपचासरकता	की	ओर	
अग्रिर	हो	रहा	ह,ै	इिीसलए	यहाँ	गसितीय	भाषा,	
सचह्न,	प्रतीकों	के	इसतेमाल	के	अविर	सदए	गए	
हैं।	इि	पाठ	में	िंखया	पद्धसत	और	उनके	गतुिधमकों	
को	िामान्यीकरि	के	सतर	तक	ले	जाया	गया	
है	 और	 पहले	 गसितीय	 भाषा	 और	 सचह्नों	 की	
मदद	िे	िंखयाओं	को	वयापक	रूप	में	सलखने	के	
अविर	और	िवाल	सदए	गए	हैं।	िंखयाओं	को	
वयापक	रूप	में	 सलखते	हतुए	अक्रों	का	उपयोग	
िंखया	की	तरह	सकया	जाता	है।	अक्र	िंखयाओं	
का	अनतुभव	न	केवल	बीजगसित	में	उपयोगी	है,	
बसलक	गसितीय	प्रूफ़ि	में	भी	वयापकता	के	कौिल	
िे	िहज	होना	सवद्ासर््कयों	के	सलए	असत	उपयोगी	
होगा।	इिके	अलावा,	प्रसततुत	पाठ	में	सवभाजयता	
के	 सनयमों	 की	 जाँच	 (test	 of	 divisibility)	 के	
औसचतय	का	सवसतार	है।	

इि	प्रकार	यह	दोनों	पाठ	िंखया	पद्धसत	की	
पसरभाषा,	गतुिों,	उनके	िमबन्धों	को	खोजने	और	

बॉकस 2
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वयापकता	पर	िमझ	बनाने	में	िहायक	हैं,	जोसक	
तासक्क क	िोच	सवकसित	करने	हेततु	एक	मज़बूत	
आधार	प्रदान	करेंगे।

छत्ीसगढ़ पराठष्यपुस्तक कक्रा 10 सरे	

गसित	 के	 तासक्क क	 ढाँचे	 को	 िमझना	
और	कर्नों	को	गसितीय	ढंग	िे	सिद्ध	करना	
गसित	 िीखने–सिखाने	 का	 एक	 अहम	 पहल	ू
है।	 माधयसमक	 सतर	 पर	 इि	 बात	 पर	 ज़ोर	
सदया	 जाता	 है	 सक	 सवद्ार्थी	 गसितीय	 कर्नों	
को	ऐिे	ही	न	मानें,	बसलक	उन्हें	तक्क 	के	आधार	
पर	 सिद्ध	 करते	 हतुए	 अपनी	
एक	सवसतृत	िमझ	बनाएँ।	यह	
कर्न	िंखया,	बीजगसित	और	
जयासमसत	िे	जतुड़े	हो	िकते	हैं।	
माधयसमक	 सतर	 पर	 गसितीय	
भाषा	 का	 उपयोग	 और	 गहन	
एवं	 सवसतृत	 हो	 जाता	 है।	
िार्	 ही	 इि	 बात	 पर	 ज़ोर	
सदया	 जाता	 है	 सक	 सवद्ार्थी	
सवयंसिद्ध,	 पसरभाषाओं,	 सिद्ध	
प्रमेय,	असभगृहीत	 के	ज्ञान	का	
भरपूर	इसतेमाल	करें।	

इि	िमझ	एवं	लक्य	के	अनतुिार	छत्ीिगढ़	
की	कक्ा	दिवीं	की	पाठयपतुसतक	में	‘गसितीय	
कर्नों	की	जाँच’	पाठ	सलखा	गया।	यह	माधयसमक	
सतर	 पर	़िाि	 प्रूफ़ि	 पर	 केसन्द्रत	 पहली	 बार	
गसित	के	पाठयरिम	में	िसममसलत	 सकया	गया।	
चसलए,	इि	पाठ	के	अहम	सबन्दतुओं	पर	सवसतार	
िे	चचया	करते	हैं।	

पराठ करा ढराँचरा	
इि	 पाठ	 में	 उपपसत्यों	 को	 तीन	 मतुखय	

पहलतुओं	में	बाँटा	गया	ह,ै	सजनिे	सवद्ार्थी	उपपसत्	
की	 िमझ	 तीन	 चरिों	 में	 िहजता	
िे	 बना	 पाएँ।	 इिे	 नीचे	 बॉकि	 4	 में	
प्रसततुत	 सकया	 गया	 है।	 िबिे	 पहला	
है,	 सकिी	भी	कर्न	को	 सिद्ध	करने	
हेततु	 इसतेमाल	 होने	 वाले	 सवयंसिद्ध,	
सिद्ध	प्रमेयों	 व	 पसरभाषाओं	का	ज्ञान	
होना।	जैिे—	पसरभाषा	के	अनतुिार	िम	
िंखयाएँ	पूिणांक	2	का	गतुिज	होती	हैं,	
इिीसलए	उिे	b	=	2k	सलख	िकते	हैं।	
दूिरा	 पहलू	 सनगमनातमक	 तासक्क कता	

की	बात	करता	है	सक	सकि	प्रकार	उपपसत्	में	
दो	रिमातमक	कर्न	तक्क 	िे	जतुड़े	हैं।	तीिरा	और	
आस़िरी	पहलू	उपपसत्	के	दौरान	प्रतीक,	सचह्नों	
के	 इसतेमाल	 को	 प्रोतिासहत	 करता	 है	 सजििे	
गसितीय	कर्न	िंसक्पत	और	िटीक	तरीके	िे	
सलखा	 जा	 िके।	 इन्हीं	 पहलतुओं	 को	 उजागर	
करते	हतुए	िम	और	सवषम	िंखयाओं	के	जोड़	पर	
एक	उपपसत्	नीचे	दी	गई	है	:	

इि	 तरह	 सनगमनातमक	 तासक्क क	 क्मता,	
जोसक	 पेचीदा	 और	 अतयन्त	 महत्वपूि्क	 ह,ै	 के	
सवकाि	हेततु	इि	पाठ	में	अनेक	मौके	देने	का	
प्रयतन	सकया	गया	है,	जहाँ	िरल,	जसटल	कर्नों	
पर	 उदाहरि	 एवं	 िवाल	 हैं	 जो	 जयासमसत,	
अंकगसित	या	बीजगसित	के	हैं।	पाठ	में	़िाि	
सनगमनातमकता	पर	ऐिे	उदाहरि	भी	सदए	गए	
हैं	 जहाँ	 सवद्ार्थी	 पसरभाषाओं	 व	असभगृहीतों	 में	

बॉकस 3
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िही	कर्न	का	चतुनाव	करेंगे	और	उिके	आधार	
पर	तासक्क क	सनषकष्क	सनकालेंगे।	पाठयपतुसतक	में	
इि	प्रकार	के	केसन्द्रत	प्रयतन	एवं	कक्ा	में	चचया	
औपचासरक	 उपपसत्	 सलखने,	 िमझने	 में	 मदद	
कर	िकती	है।

पराठष्यपुस्तक  सरे कक्रा ्तक	

यह	 िब	 उदाहरि	 सदखाते	 हैं	 सक	 कुछ	
महत्वपिू्क	पाठयपतुसतकों		में	तो	अब	ऐि	ेमौके	देन	े
की	बात	अलग–अलग	ढंग	िे	ह।ै	एनिीईआरटी	
की	 कक्ा	 1	 ि	े लकेर	 कक्ा	 8	 तक	की	 िभी	
पाठयपतुसतकों	में	इनकी	झलक	समलती	ह।ै	पर	यह	
कहना	मतुसशकल	ह	ैसक	यह	कक्ा	तक	सकि	रूप	
में	पहतुचँता	ह	ैऔर	सवद्ासर््कयों	की	पू्रफ़	करन	ेके	
बारे	में	कया	िमझ	बनी	ह।ै	सिक्कों	व	बचचों	के	
िार्	अन्तःसरिया	के	अनतुभवों	में	यह	बात	सदखती	
ह	ैसक	व	ेएक–दो	उदाहरि	देन	ेअर्वा	सकिी	एक	
आकृसत	में	मापकर	सदखा	देन	ेको	सिद्ध	करन	ेके	
ततुलय	मानते	हैं।	जैिे	सवद्ार्थी	अकिर	सत्रभतुज	के	
तीनों	कोिों	के	माप	को	जोड़कर	जाँचन	ेको	अर्वा	
उनके	कोनों	को	काटकर	उन	कोिों	को	 एक	
िार्	जोड़कर	रखन	ेको	पू्रफ़ि	मानते	हैं।	बहतुत–िे	
सिक्क	भी	इि	ेही	 सिद्ध	करना	मानते	हैं।	यहाँ	
तक	सक	कुछ	अनतुभवी	सिक्क	जो	एनिीईआरटी	
की	पाठयपतुसतकों	िे	पढ़ा	चतुके	हैं,	सत्रभतुज	के	तीनों	
कोिों	को	काटकर,	जोड़कर	उन्हें	एक	अध्क–वृत्	
या	चततुभतु्कज	के	कोिों	को	जोड़कर	वृत्	का	आकार	
सदखन	े को	 सिद्ध	 करन	े का	 एक	आिान	और	
अिरदार	 तरीका	 िमझते	 हैं।	 कुछ	 सिक्कों	 िे	
बात	करन	ेपर	हमन	ेयह	भी	पाया	 सक	 सिक्क	
अकिर	िमान्तर	श्िेी	 (arithmetic	 progressions)	
जैिी	अवधारिाओं	में	गसितीय	तासक्क कता	/	िोच	
कैि	ेसवकसित	करना	ह,ै	यह	ढँूढ़	नहीं	पाते	और	
अन्ततः	ितू्र	याद	करके	िवाल	हल	करन	ेतक	
ही	िीसमत	रह	जाते	हैं।	

एनिीईआरटी	की	पाठयपतुसतक	में	इि	बात	
की	ओर	धयान	भी	सदलाया	गया	ह	ैऔर	पू्रफ़ि	िे	
जतुड़ी	भ्ासन्तयों	पर	उदाहरि	िसहत	बात	की	गई	ह।ै	
जिै,े	यसद	आपको	सिद्ध	करना	ह	ैसक	‘सत्रभतुज	के	
तीनों	कोिों	का	जोड़	180°	होता	ह’ै,	तो	सत्रभतुज	के	

तीनों	कोिों	को	काटकर	एक	रेखा	में	रखना	और	
180°	कहना,	कया	गसितीय	सिद्ध	ह?ै	अर्वा	सत्रभतुज	
के	तीन	कोिों	को	नापना,	सफर	जोड़ना	और	180°	
कहना,	कया	गसितीय	सिद्ध	ह?ै	पाठ	में	एक	बार	
सफर	वयापकता	और	गसितीय	तक्क 	की	भसूमका	को	
सर्ासपत	करन	ेका	प्रयतन	सकया	गया	ह।ै

कक्रा िें गमि्तीष्य ्तककि क्ि्तरा करा मिकरास

यह	कहना	उसचत	है	सक	कक्ा	में	गसितीय	
तक्क 	सवकसित	करने	में	बचचों	की	सवसवधता	एक	
महत्वपूि्क	 पहलू	 है।	 इि	 िन्दभ्क	 में	 बॉल	 एवं	
अन्य	(2002)	द्ारा	अपने	लेख	में	प्रार्समक	सतर	
पर	 सकए	 गए	 िोधों	 के	 कुछ	 अनतुभव	 देखना	
उसचत	 होगा।	 सवद्ासर््कयों	 में	 गसितीय	 रीज़सनंग	
के	 सवकाि	को	िमझने	 हेततु	 कुछ	दीघ्ककालीन	
अधययन	 (longitudinal	 study)	 सकए	गए,	 सजनमें	
कक्ा	तीन	(8	िे	9	वष्क	आयतु)	के	सवद्ासर््कयों	की	
सवसतृत	एवं	वयापक	जानकारी	एकसत्रत	की	गई,	
प्रसतसदन	पाठ	के	वीसडयो	बनाए	गए,	सवद्ासर््कयों	
की	नोटबतुक	और	टेसट	का	अधययन	सकया	गया,	
सवद्ासर््कयों	 के	 इंटरवयू	 सलए	 गए	और	 सिक्कों	
के	 िैसक्क	 नो्टि	 एवं	 पलान	 भी	 असभसलसखत	
सकए	गए।	इि	दौरान	उपयतुकत	गसितीय	टासक	
/	िवाल	देते	हतुए	सवद्ासर््कयों	में	गसितीय	तासक्क क	
क्मता	को	बारीकी	िे	िमझने	का	प्रयाि	सकया	
गया।	

सिक्क	न	ेकुछ	इि	प्रकार	के	िवाल	कक्ा	
में	सदए—	‘मरेी	जेब	में	एक	िेंट,	पाँच	िेंट	और	
दि	िेंट	के	सिकके	हैं।	यसद	मैंन	ेसबना	देखे	दो	
सिकके	जेब	िे	 सनकाल	ेतो	मरेे	हार्	में	 सकतने	
पैि	े हो	 िकते	 हैं?’	 इि	 पर	 काम	 करते	 हतुए	
सवद्ासर््कयों	न	ेकुछ	जवाब	 सनकाल,े	जो	हैं—	 2,	
6,	10,	11,	15	और	20,	सजिके	पशचात	उनको	
इन	जवाबों	के	इतर	िमभव	जवाबों	को	ढँूढ़न	ेके	
सलए	प्रोतिासहत	सकया	गया।	एक	तरफ़	तो	कुछ	
सवद्ासर््कयों	को	िवाल	ही	िमझ	नहीं	आ	रहा	र्ा	
वहीं	 दूिरी	ओर,	कुछ	 सवद्ासर््कयों	न	ेएक	िूची	
बनाकर	य	ेसपषट	सकया	सक	उपरोकत	जवाबों	के	
इतर	और	कोई	 िमभावना	 नहीं	 होगी	 एव	ं नए	
सिकके	 सनकालन	े पर	भी	 इन्हीं	छह	में	 िे	 एक	
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जवाब	समलगेा,	यानी	2,	6,	10,	11,	15	या	20	।	
िायद	व	ेअपन	ेअनतुभवजन्य	िाक्यों	िे	िन्ततुषट	र्।े	
और	विै	ेभी	इि	सतर	पर	सवद्ासर््कयों	ि	ेिीसमत	
या	अनन्त	उत्र	िमहू	(finite or infinite answer set)	
की	पूि्कता	को	जाँचन	ेकी	गसितीय	या	तासक्क क	
िोच	और	तरीकों	की	अपेक्ा	नहीं	की	जाती।

उपरोकत	 चचया	 के	 चार	 महीने	 बाद	 कक्ा	
में	 सिक्क	द्ारा	एक	और	चचया	की	गई।	चूँसक	
सवद्ासर््कयों	 ने	 चार	 महीने	 िम	 और	 सवषम	
िंखयाओं	के	जोड़–घटाव	पर	काफ़ी	काम	सकया	
र्ा,	(जैिे—	4	+	8	=	12,	6	+	4	=	10	आसद),	
इिीसलए	ऐिा	माना	गया	सक	उनके	सदमाग़	में	
इन	िंखयाओं	का	अनतुमान	(conjecture)	सवकसित	
हो	गया	होगा।	 सिक्क	ने	 इि	प्रकार	 के	कुछ	
उदाहरि	देते	हतुए	अब	यह	कर्न	सिद्ध	करने	
को	 कहा।	 कर्न	 र्ा	 :	 ‘सकन्हीं	 भी	 दो	 सवषम	
िंखयाओं	का	जोड़	एक	िम	िंखया	होती	है।’	
कुछ	सवद्ार्थी	इि	बात	को	ही	नहीं	िमझे,	तो	
कुछेक	िूची	बनाने	लगे।	 इिी	बीच	 सिक्क	ने	
कक्ा	में	िम	और	सवषम	िंखयाओं	की	पसरभाषा	
और	 सवभाव	 को	 पतुनः	 दोहराया।	 प्रयतन	 करने	
के	बाद	कुछ	सवद्ासर््कयों	ने	कहा	सक	इिे	सिद्ध	
करना	तो	िमभव	ही	नहीं	है	कयोंसक	हमने	इतनी	
बड़ी	िंखया	कभी	देखी	ही	नहीं,	और	न	ही	हमें	
यह	पता	है	सक	इि	िंखया	का	नाम	कया	होगा।	
कुछ	देर	और	जूझने	के	बाद	सवद्ासर््कयों	ने	दो	
सवषम	 िंखयाओं	 के	 जोड़	को	 सनमन	 प्रकार	 िे	
सनरूसपत	सकया	:	

सवद्ासर््कयों	द्ारा	उपरोकत	सपषटीकरि	और	
प्रयतन	कक्ा	में	हो	रही	चचया	की	िार््ककता	को	
बताता	है।	भले	ही	यह	एक	वयवससर्त	तासक्क क	
प्रूफ़	नहीं	ह,ै	पर	एक	अनन्त	िमूह	की	िंखयाओं	
को	 िीसमत	 िंकेतों	 व	 िबदों	 में	 िोचने	 और	
सलखने	का	उपयतुकत	एवं	िार््कक	प्रयतन	सदखता	
है।	 इिपर	 पययापत	 अभयाि	 के	 पशचात	 सिक्क	
चचया	को	आगे	ले	जाते	 हतुए	गसितीय	तक्क 	 के	
सवकाि	के	नए	आयाम	खोल	िकते	हैं।

इििे	 यह	 लगता	 है	 सक	 इि	 क्मता	 का	
सवकाि	धीमी	व	लमबी	चलने	वाली	प्रसरिया	है	
और	उिमें	सिक्क	को	बचचों	द्ारा	ईजाद	सकए	
गए	 सिद्ध	 करने	 के	 नए	 तरीकों	 को	 िमझना	
व	 परखना	 होगा	और	 कक्ा	 में	 इि	 तरह	 के	
मौके	कई	बार	अलग–अलग	तरीके	िे	देने	की	
आवशयकता	है।

मनषकर्ष 

गसितीय	तक्क 	िे	कर्न	सिद्ध	करना	अतयन्त	
आवशयक	होने	के	िार्–िार्	पेचीदा	भी	है।	अतः	
प्रार्समक	कक्ाओं	िे	ही	इि	सदिा	में	योजनाबद्ध	
और	केसन्द्रत	प्रयतन	करने	होंगे।	पाठयपतुसतक	व	
पाठयरिम	में	सकया	गया	बदलाव	आवशयक	तो	
है,	सकन्ततु	पययापत	नहीं।	इि	बदलाव	को	कक्ा–
कक्	 में	 िीखने–सिखाने	 का	 अिरदार	 सहसिा	
बनाने	हेततु	सिक्कों	की	अहम	भूसमका	सदखती	है।	

यह	अपेसक्त	है	सक	सिक्क	गसितीय	िोच	के	
सवरूप,	सवभाव	और	सवकाि	के	माग्क	को	िमझें	

और	धयान	दें।	इिके	अलावा,	िोध	के	
आधार	पर	गसितीय	रीज़सनंग	के	प्रचतुर	
सवकाि	के	सलए	बॉल	एवं	अन्य	(2002)	
सिक्कों	 के	 सलए	 तीन	 सबन्दतु	 ितुझाते	
हैं—	पहला,	ऐिे	गसितीय	टासक	देना	
जो	तासक्क क	सचन्तन	के	मौके	दें,	जैिे—	
ऊपर	 चसच्कत	 सिकके	 वाला	 टासक	
सवद्ासर््कयों	को	िमभव	जवाब	खोजने	
के	सलए	प्रेसरत	करता	है,	पर	िही	या	
िटीक	जवाब	की	अपेक्ा	नहीं	करता।	
दूिरा	 अहम	 सबन्दतु	 है	 सवद्ासर््कयों	मचत्र 2
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को	 गसितीय	 ज्ञान,	 जैि—े	 पसरभाषा,	 अवधारिा,	
गसितीय	भाषा,	आसद,	ि	ेअवगत	कराना	और	सफर	
उनकी	मदद	करना	तासक	व	ेइि	गसितीय	ज्ञान	
को	िवालों,	हल	करन	ेके	तरीकों,	गसित	में	नए	
सवचारों	और	अवधारिाओं	िे	जोड़	िकें ।	अन्त	में,	
तीिरा	अहम	सबन्दतु	ह	ैकक्ा–कक्	में	तासक्क क	चचया	
और	िवालों	का	एक	ऐिा	माहौल	सर्ासपत	करना	

जहाँ	वयसकतगत	ितुझाव	व	िोच	को	िामूसहक	चचया	
में	जगह	समल	िके	एव	ंहर	वयसकत	एक	दूिर	ेके	
ितुझावों	को	ितुन,े	रुसच	ल,े	और	उिपर	प्रसतसरियाओं	
के	माधयम	ि	ेिसममसलत	हो	िके।	ज़ासहर	ह,ै	इिका	
अिर	पाठयरिम	की	िमझ	व	आकलन	के	तरीके	
पर	भी	पड़गेा।	और	इि	तरह	के	प्रयािों	के	सलए	
पययापत	िमय	व	महत्व	आवशयक	होगा।
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